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1. O que é predi¢cdo conforme (split)

Cenario. Treina-se uma regra de predicdo em uma amostra; uma amostra de calibracdo separada
S1,..., Sy escolhe o limiar (escores: maior = pior).

Limiar conforme no nivel 1 — a € (0,1):

Gni-o =Stky_o) ko= [(n+1)(1-0a)],

onde 5(1) <... < 5(,,) s30 as estatisticas de ordem.

Garantia marginal (Teorema 1)

Sob trocabilidade e sem empates,

1
n+1

11—« S IFD(Sn—o—l S an,l—a) < (].—Ol)+

Crucial: essa probabilidade é marginal — ela faz média sobre o escore de teste e sobre a amostra de
calibracdo aleatoéria.
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Exemplo pratico: regressdo conforme heterocedastica

Dados. y = f(x) + o(x) e, com ruido o(x) = 0.15 4 0.45 x crescente em x (heterocedastico). A
amostra é dividida em trés partes disjuntas:

T_relno o Calibracao Tes!:e
ajusta a média fi(x) e o escores S; — corte § = conjunto {y : S(x,y) <
modelo de dispersdo 6(x)

_ _ §}; mede-se a cobertura
(floresta sobre |y — fi(x)]). St k= [(n+1)(1 = a)]. empirica em pontos novos.

Dois escores. A diferenca esta s6 em como medimos o “erro de conformidade™

(A) Escore absoluto (quantil fixo) (B) Escore normalizado (modela a variancia)

S=ly—ax) = [ax)£4] s =l [A(x) £ §5(x)]
largura constante.

largura adaptativa ao x.
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Exemplo pratico: os scores de calibracdo e o corte §

Na calibragdo, cada escore vira um nimero; o corte § é a k-ésima estatistica de ordem (= quantil
(1 — a) empirico). E este corte que define a banda usada no teste.

300

200

100 -

Scores de calibracdo |y — f(x)|

— §=2.44

Scores de calibracdo |y — [1(x)|/d(x)

150

O escore normalizado divide o residuo por 6(x): pontos em regides ruidosas deixam de dominar o corte.
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Exemplo pratico: as duas bandas no teste (1 — a = 0.9)

Mesma cobertura (90%), geometria diferente sob heterocedasticidade

8 Score absoluto S =y — {(x)| Score normalizado S = |y — [i(x)|/(x)
cobertura cobertura = 0.91
6 largura médi 1 |largura média = 4.24
largura constante largura adaptativa
4 4 4
2 4 4
>
0 B B
—24 ]
dados de teste
—44 4 bandal-a=0.9
—_— i(x)
-6 T T T T 1 T T T T 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Avaliacdo no teste: para cada x novo, verifica-se se y € banda. A Ambos atingem = 90% marginal, mas o escore normalizado da
cobertura é a fra¢do de acertos. bandas mais estreitas onde o ruido é baixo e mais largas onde é

alto — cobertura mais uniforme em x.
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2. Marginal vs. condicional na calibragao

Na pratica: uma calibragdo é sorteada, um limiar S(,) € fixado e usado para todas as predi¢des futuras.

A cobertura realizada é entdo uma variavel aleatéria.

Condicional na calibracio

Experimento marginal
(calibragdo fixada, muitos testes)

(muitos pares calibragdo+teste)

Cov = IED(Sn+1 S an,l—a) Cn,k = IP)(Sn-%—l S S(k) ‘ 517 ey Sn)

média sobre tudo.

Propriedade da torre
P(Sn—H < é\ln,l—a) = IE[}P)(Sn—kl < é\ln,l—oz | 517 ey Sn)] = E[ Cn,lq,a] .

A garantia usual controla apenas a média de C, x — n&o sua distribuicdo.
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3. A cobertura realizada é exatamente uma Beta — prova

Proposicdo 2 — lei da estatistica de ordem

No caso i.i.d. continuo, S ~ Fs, {5} S Fs:

Cn,k =] FS(S(k)) s Beta(k, n + 1 - k) = 5",/('

Esboco da prova (transformada integral de probabilidade):

@ Como T = Sn+1 € independente da calibracdo e tem c.d.f. Fs,

C,,,k = ]P)(S,Hl < S(k) | 517 ceey Sn) = Fs(S(k)).

@ PIT: U; := Fs(S;) ~ Unif(0,1) i.i.d., e Fs monétona = Fs(Sy) =
uniforme.

© A densidade de Uy é

Uiy, a k-ésima estatistica de ordem

fu, (u) = W&n_kw u 11— u)""* = Beta(k, n+1 — k). O

A lei ndo depende de Fs: vale para qualquer escore continuo (universalidade).
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3. A cobertura realizada é exatamente uma Beta — consequéncia

A garantia marginal é simplesmente a média desta
beta:

Ch, k ~ Beta(k, n+ 1 — k) concentrates around 1 — a

301 n=10, k=10
— n=30, k=28
. n+1)(1 -«
251 — n=100, k=91 E[Cok_.]= w S [l—a, (1_O‘)+w%1]'
—— n=500, k=451 n+1
201 --- 1-a=09
Fl
2 151
[
el
101
A beta ndo é sé uma rota para o limite marginal — é a lei em
51 H amostra finita da cobertura realizada (Vovk 2012;
i Angelopoulos—Bates 2021). Tudo (cobertura, caudas,
0 ! variabilidade) se 1& dela.
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

realized coverage Cp, «

A lei da cobertura realizada com ki = [(n+ 1)(1 — «)].
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3. Ma calibracdo: a cauda inferior da beta

Evento de ma calibrac3do: a calibracio sorteada produz cobertura realizada bem abaixo do nominal.
Invisivel para uma garantia que controla sé a média.

Teorema 3 — probabilidades de ma calibracio

Com By x ~ Bk, para todo t € [0,1]:

]P)(C,,,k < l') = P(Bnk < t).

s

Bad calibration: Pr(C,,« < 0.85) = 0.15 Lower-tail mass vanishes as n grows
g | — Beta28,3) 0.207 —o— Pr(Cnx=0.85)
{Cnk=0.85} ) —&— Pr(C,«=0.80)
---. 1-a=0.90 (mean) =
8 0.151
Qo
I
o
§0.101
=
°
g
S 0.05 A
)
©
Ko}
0.00

. . . . . . . T T 16729
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3. Intuicdo: por que a marginal “funciona” nos dois casos

@ A cobertura realizada C, x ~ Beta(k,n+ 1 — k) tem média Fkl ~ 1 — « e variancia
k(n+1—k) (l)
(n+1)%2(n+2) n’

@ Quando n ndo é pequeno, a beta se concentra em torno de 1 — a: a média (garantia marginal)
passa a representar bem o caso tipico, e a cauda de ma calibrac3o se torna desprezivel.

@ Quando n é pequeno, média e tipico divergem: a garantia marginal continua valida em média, mas
uma calibrag3o especifica pode estar longe.

A garantia marginal é a média de uma lei que, para n grande, é quase um ponto em 1 — «.
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4. Controlar a lei condicional = controlar a cobertura

Se sabemos a lei de C, x (a beta no caso ideal), sabemos tudo:

o A cobertura marginal é a média: Cov(k) = E[C,«].
o As probabilidades de ma calibracédo s3o as caudas: P(C, « < t).

@ A variabilidade entre deployments é o espalhamento da beta.

Ideia central do paper

A lei beta (3, x € o objeto de referéncia. Saber controlar a lei condicional da cobertura realizada é saber
controlar a cobertura — e seus desvios.

Pergunta: e quando os dados ndo s3o i.i.d. (shift, dependéncia, escores n3o idénticos)? A lei condicional
deixa de ser exatamente beta. Quao longe ela vai?
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5. O que queremos estudar: a marginal da beta vs. de outra lei

Sob uma lei conjunta geral P, calibragio C, = (Ty,..., T,), teste T
Dn,k = P(T_ S T(k) ‘C,,) 5 Vnk = ,C(Dmk).

No caso i.i.d.: vpx = Bnk. Em geral, v, x € uma versdo deformada / transportada da beta.

O alvo: diferenca de duas esperancas

O gap de cobertura é a diferenca entre a marginal da lei realizada e a da referéncia beta:

k 1 1
Cov(k) = —= = By,,[D] ~ Es,,[B] = /O () — /0 &) ()

Queremos limitar essa diferenca. Ferramenta natural: transporte 6timo.
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6. Transporte 6timo: o problema de Monge (1781)

Origem histérica. Qual a forma mais barata de mover uma pilha de terra (u) para um buraco (v)?
Monge busca um mapa deterministico T que leva cada particula x a um destino T(x):

inf /d(x7 T(x)) du(x),

T: Typ=v

Problema: T pode nem existir. Um mapa ndo divide
massa — cada x vai a um anico ponto. Tome

p= 012, v =380+ 361.

A (nica particula em % teria que ira 0 ea 1 ao mesmo

tempo. Qualquer T manda % num sé ponto = Ty é
um @nico atomo # v. N&o existe mapa de Monge.

Ty = v (empurra 1 em v).

[0,1]

Massa indivisivel => nenhum T satisfaz T,p = v.
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6. Relaxa¢do de Kantorovich: acoplamentos

Ideia. Em vez de um mapa, permita dividir massa: um acoplamento m € uma lei conjunta em X x X
com marginais u e v.

1/
Wyp.v) = (__inf [ dlxy)Pdn(ay)) . M) = {acoplamentos}.

Acoplamentos sempre existem (p. ex. o produto 4 ® v) — o problema é sempre bem posto.

O exemplo anterior resolvido. O acoplamento w
r=23%5 +15 1 1
2 (1/270) 2 (1/271) Y e .
manda metade da massa de % para 0 e metade para 1. 1 z
Custo: [0,1]
11 111 1 Aqui X = [0, 1] (a escala de cobertura), d(u, v) = |u — v|.
Wa(u,v) =33 - 0]+ 3|3 - 1| = 3.

O que Monge proibe, o acoplamento permite.
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7. Dualidade W; = bound do erro de cobertura

Proposicdo 6 — dualidade de Kantorovich—Rubinstein

Wi(p,v) = sup /fdu /fdz/
[ FllLip<1

Tomando f(u) = u (que é 1-Lipschitz em [0, 1]):

‘/udﬂ—/udu‘ < Wa(w,v).

Aplicando as leis de cobertura v, x e B, «:

Teorema 11 — gap de cobertura via Wasserstein

’COV(k)— ni < Wl(l/n,kaﬂn,k)

Se vy k € Bp(Bn.k, p) entdo ‘Cov (ki a)—(l—a)} <p-+ n+1

Controlar W entre a lei realizada e a beta ideal = controlar o erro de cobertura. 1020



7. Visualizando: W é a area entre as c.d.f.s

1
W1 (vp, k0 Br, k) = [ |Fy — Fgl dt

g | — reference 1By, % Fal

realized v,k

055 060 0.65 070 075 0.80 0.85 0.0 0.95
coverage scale [0,1]

1.00

Férmula 1-D (Prop. 8)

W1(V,B):/0 |F.(t) — Fa(t)| dt.

Em [0,1], Wi é exatamente a area cinza entre as
duas funces de distribuicdo (inset).

Mapa monétono é6timo. O transporte 6timo em
1-D é o rearranjo crescente

Tmon = F, * 0 F,

que leva o quantil-p da beta no quantil-p de v. E
o acoplamento de menor custo — preserva a
ordem, nunca cruza “massa’’.
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Aplicacdes — uma taxonomia dos cenarios

Antes das aplicacdes, organizamos os casos por duas perguntas:
© O teste ¢ independente da calibragdo? (desacoplado vs. acoplado)
© A calibracdo éi.i.d. entre si?

Teste | calibracédo

(desacoplado)

Teste acoplado

(depende da calib.)

mesma lei: caso ideal v = 3

lei diferente: shift (a) v = huf

Calib. i.i.d.

(ndo natural)

Calib. dependente deforma a lei da ordem

Dois mecanismos distintos:

série temporal

mixing (b)

@ (a) shift no teste = transporta a beta por um mapa h na escala de cobertura;

@ (b) dependéncia na calibragdo = deforma a prépria lei da estatistica de ordem.
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(a) Shift de distribuicdo — o problema

Cenario (Sec. 4.1). Calibraggo i.i.d. de Fr; teste independente da calibragdo, mas de uma lei diferente
F5 (covariate/label shift).

@ O limiar T & construido sob a lei de calibragdo Fr...

@ ...mas a cobertura & avaliada sob a lei de teste Fz.

Pergunta

A garantia Beta(k,n+ 1 — k) era exata sob a mesma lei. Quanto a cobertura se degrada quando a lei
de teste muda? Em que dire¢do (sub ou sobrecobertura)?
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(a) Shift de distribuicdo — a aplicacdo

Mecanismo. A cobertura realizada se escreve na escala beta via 0 mapa h= Fzo F;!:

d
Dnx = h(Bn.k), Vnk = hy B k.
O shift ndo altera o mecanismo da estatistica de ordem — s6 o transporta por h.

Exemplo concreto (half-normal scale shift). Erro Gaussiano, escore |y — ji(x)| é half-normal. Com
razdo de escala r = 07 /o7 e q(u) = ®~Y(4F):

hy(u) = 2¢<@) ~1

r > 1 (teste mais disperso) = h,(u) < u = subcobertura; r < 1 = sobrecobertura.
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(a) Shift de distribuicdo — o resultado

Leis beta transportadas: D = h(B)

—— r=115
r=1.20
--- 1-a=09

7

101
—r=0.95
—r=1.00
w— r=1.05

87—r=1.10

2 °

wn
5
T 44
2,
0,
:
0.60 0.65

T T T T T
0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95
realized coverage D «

1.00

0.96 |

0.94

0.92

r>1= subcobertura

= simulagdo
==+ 12 ordem: —26 ¢(q)q

0.90

0.88

cobertura Cov(k)

0.86 1

0.84

0.82 A

T T T T T T T T
0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10 1.15 1.20 1.25
escala relativa r = o7/or

Esquerda: a lei realizada D = h,(B) é a beta transportada; r > 1 a Direita: Cov(k) vs r. A simula¢do da 0.871 em r = 1.1 (perda

desloca para a esquerda.

~ 0.03),

batendo com a aproximacgdo de 12 ordem —2§ ¢(q)q.
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(a) Shift — o que o Teorema diz sobre o erro de cobertura

Teorema 11: gap = W; (identidade no caso half-normal)

Teorema 11 (gap de cobertura)

0.08 1 bound W1 (vn, k, Bn, k) ,/,
k == |Cov(k) = 7X5| (MC) s
‘COV(k) - —n+1) < Wa(Vn kB k)- S/
© 0.06 /
3 g
A < ~ £ Vg
No caso half-normal o mapa h, € monétono, entdo g y
o transporte 6timo é o acoplamento monétono e o g 0.04 1 \\ y
bound vira identidade exata: S N yd
£ N Vs
k 0.02 \\\ J
‘COV(/() — k| —E|h(B) - B| = WA. "
N 7
B N\ s’
Em r = 1.1: gap = 0.033 e W; = 0.033 (Monte Carlo) — 0.00 b

085 090 0.95 1.00 1.05 110 115 1.20 1.25

coincidem. .
escala relativa r

Validacdo MC: as duas curvas se sobrepdem em todo r, confirmando

que o bound é atingido (ndo ha folga) neste modelo.
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(b) Dependéncia temporal (mixing) — o problema

Cenario (Sec. 4.3). Escore & um processo estacionario (T;) (série temporal); calibragdo
Ch=(T1,...,Ty) ndo éiid., eoteste T = T,y vem ¢ passos a frente.

e U; = F7(T;) sdo marginalmente uniformes, mas dependentes.

o A lei de Uy ndo é mais exatamente beta — a dependéncia deforma a prépria estatistica de ordem.

Pergunta

Qu3o longe da beta a lei realizada vai, em funcio da forca da dependéncia?
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(b) Dependéncia temporal (mixing) — a aplicagdo

Mecanismo. Coeficientes de mixing (a-, ¢-, 8-mixing) medem o decaimento da dependéncia. Sob
mixing, a lei de U(x) admite uma aproximagdo Berry—Esseen:

sup P(VA{Up )~ (1= @)} < %) = (2) [ <ap 0.

Ti1—a

Isso basta para limitar a distdncia de Wasserstein a beta de referéncia:

Proposicdo 15 — transporte quantil-a-beta

Ws (LUg—)s Brtac) < 3+ /2 [71-a — VT = a)a] + O(n~2).

Aiid. tem 7, = /(1 — a)«; o excesso mede o custo da dependéncia.
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(b) Dependéncia temporal (mixing) — o resultado

AR(1): dependéncia alarga a lei realizada Berry--Esseen: W1 s v/ & |t—V(1-a)a|
/,.\\ 081 - .T.17n (’sim.)
\ == Lid. V(1 -a)a
\ 5]
! ‘\ L 0.7
i \ o 0
I \ o
z /! " =
2 97 / 1 5 061
c ! \ £
(] Il \ A
° al A \\ o 0.5
! \ 2
/ iy 7
/7 Y 0.4
1 .
21 // \ N
o \ 0.3
0 T T _— T —— T : : : :
0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
realized coverage U correlagéo AR(1) ¢
Esquerda: num AR(1) latente, a correlacdo ¢ alarga a lei realizada

em torno de 1 — «; o Wy empirico a beta cresce 0.00 — 0.03.

Direita: o desvio assintético 71—, sobe acima do valor i.i.d.

1 — a)a — exatamente o termo que o bound de Berry—Esseen
Y
prevé.
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(b) Mixing — o erro de cobertura (1/2): o que o Teorema diz

Cadeia de cobertura

Cov(k) — 25| < WA(UnkBok) S V& |ma— V(I —a)al

Teorema 11 Berry—Esseen

o 12 desigualdade (Thm 11): o W, entre a lei realizada e a beta controla o erro de cobertura
marginal.

o 22 desigualdade (Berry—Esseen): sob mixing, esse W, é limitado por um termo explicito que
mede o excesso de desvio 71—, — /(1 — @)a.

Ao contrario do shift, aqui o bound ndo é exato: a dependéncia transporta “massa’’ nos dois sentidos,
entdo parte se cancela na média e |gap| pode ser < Wj.
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(b) Mixing — o erro de cobertura (2/2): valida¢do por simulagdo

Cadeia do Teorema: |gap| < W1 s bound Ambos decaem «n~Y2; gap =0(n"'?)
=i~ bound 12 ordem (Berry--Esseen) —@— W, empirico (MC)
=@ W, empirico (MC) —#~ termo de 12 ordem

. 0.04 1 = |Cov(k) - 74| (MO) 2x1072 BN, referéncia n~1/2
2
0 0.034
B
5] —
o
S 0.021 1072 4
)
°
e
g 0.014
6x1073
0.00
00 01 02 03 04 05 06 07 0.8 3 x HOok 108 x 101 102 2 x 103 x H0% 108 x 102
correlagdo AR(1) ¢ (n=50) tamanho de calibragdo n (¢ = 0.6)

Esquerda (n = 50): a cadeia |gap| < Wi < bound vale em todo Direita (¢ = 0.6): Wy e o bound decaem ambos « n~*/2; o erro

; o termo de 12 ordem gruda no Wi real (em ¢ = 0.6: gap do bound & O(n~1/2), desaparecendo com mais calibragio.
= 0.014 < Wy = 0.020 = bound = 0.020).
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Resumo

000 O©0OO

Predicdo conforme split da cobertura marginal > 1 — o em amostra finita.
Mas a garantia € marginal: faz média sobre a calibracio aleatéria.

A cobertura realizada (condicional na calibracdo) é exatamente Beta(k, n+ 1 — k); a garantia
marginal é a sua média, e as caudas ddo a ma calibrac3o.

Para n grande a beta concentra = marginal = tipico.
Fora do i.i.d., a lei realizada v, x € uma beta transportada.

Via dualidade de Kantorovich—Rubinstein, |C0V(k) — ni1| < Wi (Vn,k, Bn.k): controlar Wi controla
o erro de cobertura.

A lei beta permanece a referéncia; o ndo-i.i.d. é entendido por como ele a transporta.
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