Difusdo: um relato honesto do que acho que sei
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Objetivo




Objetivo

A imagem abaixo foi gerada por um modelo de difusao.
Nosso objetivo é entender como.




Equacoes Diferenciais Estocasticas

Uma EDE descreve a evolucao de um sistema com ruido.

O ruido é modelado pelo movimento browniano W;.

Forma geral:
dXt = b(Xt, t) dt + O'(Xt, t) th

@ Chamamos b de drift e o de coeficiente de difusdo.
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Equacoes Diferenciais Estocasticas

Uma EDE descreve a evolucao de um sistema com ruido.

O ruido é modelado pelo movimento browniano W;.

Forma geral:
dXt = b(Xt, t) dt + O'(Xt, t) th

@ Chamamos b de drift e o de coeficiente de difusdo.

Calma!!! J4 vamos entender isso.
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Passo 1: Movimento Browniano

dXt = b(Xt,t) dt + O'(Xht) th

@ Processo estocastico continuo {W; };>0 com Wy = 0.
@ Incrementos independentes: W, — W, indep. de F.

@ Incrementos gaussianos:
Wi — Wy ~ N(0, t — 5).

@ Trajetorias quase certamente continuas, mas nao diferenciaveis.

O mais importante pra gente sdo as propriedades 2 e 3.
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Passo 2: Discretizando

AX, = b(Xy, t) dt + o( Xy, t) AW,

@ O simbolo d indica uma pequena variacio.
@ dt é um pequeno passo no tempo: A.

@ dX,; é apequena variagao de X;:

dXt =~ Xt+A — Xt-
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Movimento Browniano

dXt = b(Xt, t) dt + O'(Xt, t) de

@ Um pequeno incremento do browniano é:
AWy = Wiga — Wi
@ O browniano tem incrementos independentes e gaussianos:
Wisna — Wi ~ N(0, A).

@ Logo:
th ~ \/ZZt,

onde Z; ~ N(0,1).
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Passo 3: Euler-Maruyama

dXt = b(Xt,t) dt + O'(Xt,t) th

@ Substituimos:
dX; ~ Xpon — Xy,  dt=A,  dWy=VAZ,.
@ Isso leva ao esquema de Euler—-Maruyama:
Xipn = X+ b(Xe, ) A+ o(Xy, t) VA Z,.

o Na pratica, escolhemos A = T'/N onde T é o tempo total que queremos evoluir
o sistema e 1/N é o tamanho do passo. Quanto menor 1/N, melhor.
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Equacoes Diferenciais Estocasticas

SDE: dX_t = -X_t dt + v2 dW_t

Na figura, simulamos a EDE com T = 5e N = 3000
dXy = =Xy dt + V2 dW;.




Conversa e caminhada do bébado: 1

Sem o termo de difusao, a EDE vira apenas:

Xt+A = Xt + b(Xt, t) A.
Isso é equivalente a:
Xiyn — Xy

A = b(Xt7t)

Ou seja:
@ o lado esquerdo é “distancia / tempo” em um intervalo pequeno;
o entdo b(Xy,1) representa a velocidade instantanea;

@ exatamente como em uma equacao diferencial comum (sem ruido).
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Conversa e caminhada do bébado: 2

@ A ponte browniana padrao é o processo que parte de 0 em t = 0 e é “for¢cado” a
voltar para0emt¢ = 1.

o Ela pode ser descrita como a solugao da EDE:

_ By(t)
1-1¢

dBo(t) = dt + dWrg, Bo(O) =0, te [O, 1).
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Conversa e caminhada do bébado: 2

Simulagao da Ponte Browniana via EDE




Conversa e caminhada do bébado: 3

Existe um resultado classico — o Teorema de Donsker — que descreve o
comportamento assintético das flutuagdes da distribuicdao empirica.

Ele considera o processo
Gn(z) =+vn (ﬁ’n(m) - F(x)),

e garante que

Gn = GF,

Esse processo limite G é exatamente a ponte browniana associada a F'.
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Conversa e caminhada do bébado: 3

Intervalo de confianga funcional para F usando ponte browniana (Uniforme)

1.0 [ = F verdadeira (Uniforme)
—— F_n (empirica)
0.8l IC 95% via ponte browniana
0.6
=
g
0.4}
0.2
0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0




Voltando ao assunto

Conseguimos simular trajetdrias aleatorias usando Euler—-Maruyama:

Xt—‘,—A = Xt + b(Xt,t) A + O'(Xt,t) \/ZZt

SDE: dX_t = -X_t dt + v2 dW_t
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Voltando ao assunto

Conseguimos simular trajetdrias aleatorias usando Euler—-Maruyama:

Xt—‘,—A = Xt + b(Xt,t) A + O'(Xt,t) \/ZZt

SDE: dX_t = -X_t dt + v2 dW_t
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Equacao de Fokker—Planck

Considere a difusao
dXt = b(Xt, t) dt + O'(Xt, t) th,
onde b é o drift e o é o coeficiente de difusdo.

A densidade p(z,t) de X; satisfaz a equacdo de Fokker-Planck:

% = -V (b(z,t) p(z,t)) + 5 V- (V- (o(,r,t)a(x,t)Tp(m,t))>.
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Equacao de Fokker—Planck

Considere a difusao
dXt = b(Xt, t) dt + O'(Xt, t) th,
onde b é o drift e o é o coeficiente de difusdo.

A densidade p(z,t) de X; satisfaz a equacdo de Fokker-Planck:
op
ot

CALMA!

=~V (b, t) pla,1)) + 1 V- (v-(a(x,t)a(x,tﬂp(x,t))).
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Equacao de continuidade

Fokker—Planck também pode ser escrita como uma equacao de continuidade.

9p _

o~ V)

onde o fluxo de probabilidade é

J(z,t) = b(x) p(x,t) — D Vp(x,t).
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Conversa e caminhada do bébado: 4

Um resumo rapido de fisica:

o O divergente V - v mede quanto um campo “espalha” ou “concentra” fluxo
num ponto.

o O rotacional V X v mede quanto o campo “gira” ou “forma voértices” ao redor
de um ponto.

e Vv > 0empurra densidade para fora. V - v < 0 puxa densidade para dentro.
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Equacao de continuidade

A Fokker—Planck nos diz como a densidade de X; evolui.

dp
5% = -V -J,
o O lado esquerdo
o
ot

mede quanto a densidade muda no tempo em um intervalo muito pequeno.

@ O lado direito
-Vv-J

diz quanto de densidade entra ou sai de cada regiao do espaco.

o Aigualdade significa:

mudanca temporal da densidade = fluxo que entra — fluxo que sai.
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Pausa para respirar




Fokker—Planck e distribuicdo estacionaria

Vamos assumir que, para tempos grandes, a distribuicao de X; estabiliza. Ou seja,
existe uma densidade estacionaria p(x) tal que a Fokker—Planck zera:

0=-V-(b(z)p(z) — Vp(z)) (caso isotropico: o = V/21).

@ Queremos que p(x) seja a distribuicao estacionaria.
o Entdo precisamos escolher um drift b(z) que satisfaca essa igualdade.
@ Em outras palavras: o fluxo total deve ter divergente zero.

o Agora vamos pensar: que forma de b faz isso valer para todo x?
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Dinamica de Langevin

Da condicdo de estacionariedade vimos que o drift ideal deve satisfazer

Vp(x)

b(z)p(x) =Vp(z) = b(x)=Vlogp(z) = (@)

Isso produz a dinamica de Langevin:

dX, = Vlog p(X;) dt + V2 dW,.
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Dinamica de Langevin

Abaixo geramos trajetérias usando o score de uma mistura de normais.

Trajetérias 1D (Langevin) — mistura Pontos finais vs. mistura verdadeira
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Dinamica de Langevin

Abaixo geramos trajetorias usando o score de uma mistura de normais bivariadas.




Conversa e caminhada do bébado: 5

Sem o termo de difusao, a dindmica de Langevin vira:

Xiin = Xy + Viog p(Xy) A.

@ Isso nada mais é que uma descida de gradiente na funcéao log p(x).
o O sistema caminha sempre na direcdo onde a densidade p(z) aumenta mais
rapido.

@ Ou seja: 0 bébado sobe a ladeira da probabilidade.
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Quando colocamos o termo de difuséo, a trajeéria fica orbitando em torno da regiao

onde a densidade é maior.




Dinamica de Langevin

@ Se tivermos acesso ao score V log p(z), conseguimos simular novos dados
usando a dinamica:

dX; = Vg p(Xy) dt + V2 dW,.

@ Mas e se ndo tivermos acesso ao score?

o Em aprendizado de maquina, s6 temos exemplos de dados — ndo conhecemos a
densidade p(z).

@ Como exemplo: queremos gerar novas imagens de gatos de chapéu, mas nao
sabemos qual é a distribuicao p(imagem).
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Aprendendo o Score via DSM

A ideia do DSM ¢é transformar o problema de estimar V log p(z) em uma tarefa de
regressio supervisionada.

@ Temos amostras reais x ~ p(z).

@ Adicionamos ruido gaussiano:
I=x+e, e ~N(0,0°%I).

@ O modelo recebe 7 e tenta aprender o ruido usado para distorcer x.
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O alvo de regressao no DSM

O DSM define como alvo:

@ O modelo recebe como entrada o ponto ruidoso & = = + ¢.

@ O modelo deve prever como saida o vetor ¢, que aponta da versao ruidosa Z de
volta para o dado original .

@ Ou seja, aprendemos uma funcéo

que € o score da densidade ruidosa p,.

@ Dessa forma, o problema vira uma regressao supervisionada comum.
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O alvo de regressao no DSM

Amostras originais x; Amostras corrompidas X; = x; + &, 0=0.2 Vetores de denoising X; - x;
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Estimando o score na pratica

Para um unico valor de o, 0 DSM aprende o score da densidade suavizada g,.

Mas queremos capturar p(z) em maltiplas escalas.

Usamos entao varios valores de ruido

o k/(K-1)
akzamin< max) , k=0,...,K—-1.

min

@ Isso cobre ruidos fortes (formas globais) até ruidos fracos (detalhes finos).
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Estimando o score na pratica
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Etapa de Inferéncia via Langevin

Depois de treinar o score s¢(Z, o), podemos gerar novas amostras.
@ Usamos o campo aprendido como aproximagéo de V log p(z).
@ Fazemos uma simulagdo de Langevin Anelado (Annealed Langevin Dynamics
— ALD).

o Comecamos com muito ruido e vamos “refinando”.
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Etapa de Inferéncia via Langevin

A atualizacao é:

Qg
Ty = Te—1 + 5 so(e—1,04) + /oy 2, 2z ~N(0,I), xo~N(0,1).

@ o; controla a escala do ruido.
@ «; é o passo: normalmente proporcional a 2.

@ Sigmas vao do maior para o menor.
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@ Em 0,5 passos grandes, exploracao global.

@ Em sigmas intermediarios: ajuste da forma grossa.

@ Em o,i,: refinamento fino e detalhes.
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Resultado final

Abaixo os dados gerados usando a ideia anterior e aprendendo o campo usando uma
floresta aleatéria.

a0 Dataset original (moons) 2o Amostras geradas via Langevin
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Resultado final

Podemos usar a mesma ideia para gerar amostras condicionais.

Dados reais Amostras geradas (ALD condicional)
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