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1 Introducao as desigualdades de concentracao

Baseado em [Boucheron et al., 2013].

1.1 Markov e seus amigos

Teorema 1 (Desigualdade de Markov). Seja X uma varidvel aleatéria nio-

negativa. Entdo

P{X >t}) glE[tX].

Demonstragio. Usando o fato que X > 0, temos que:
EX]=E[X -I{X>t}]]+E[X -I{X < t}]]
>t-P{X >t})+0.
O

Note que dado qualquer fungdo ndo-decrescente e positiva ¢, entdo
pela desigualdade de Markov,

P{X 2 1) < Pp(0) 2 pl0)) < T

De fato, considerando ¢ : x — x?, conseguimos o seguinte resultado.

Corolario 1 (Desigualdade de Chebyshev). Dado uma varidvel aleatéria qual-
quer X, temos que
Var [X]

2

P{X-E[X]|>1t}) <

Exemplo 1. Sejam {X;}!_, va. iid. com média y e varidncia o*. Entdo para
qualquer t > 0, por Chebyshev:

n

Y Xi—p

i=1

2
no
> t}) < 35 0

provando a uma versdo da lei fraca dos grandes niimeros.

Uma outra escolha natural para aplicarmos Markov é a func¢do ¢ : x —
e para algum A > 0.

Corolario 2 (Desigualdade de Chernoff). Dado uma varidvel aleatéria qual-
quer X, temos que

P{X>t))<eME [eAX} . (1)

2



TODO: Falar que o 6timo ndo é atingido por Chernoff, mas sim por
algum momento (ex. 2.5).

Note que o que aparece do lado direito na desigualdade de Chernoff
é algo que depende da funcdo geradora de momento de X, dada por
E [e)‘X]. Por questdes que ficardo mais claras no futuro, vamos reescre-
ver a expressdo 1 da seguinte forma:

P{X>t}) <e™ME [eAX] — o~ (M=yx(1)

onde Px(A) = log(E [¢*X]).

Perceba que a conclusdo da desigualdade de Chernoff vale para qual-
quer A > 0, portanto podemos minimizar o lado direito em A e assim
temos o seguinte

P{X > t}) <e ¥, b))

onde
¥7(t) = sup(M — px(A)).
A>0

Além disso, como §x(0) = 0 e em }(f) tomamos o supremo sobre os
A >0, é claro que ¢k (t) > 0. A fungdo % é conhecida como transformada
de Crammér de X e mais geralmente se o supremo é sobre todos os valores
de A, é conhecida como Func¢ado Dual Fenchel-Legendre de .

TODO: Explicar como generalizar para A qualquer e falar da diferen-
ciabilidade e convexidade.

Exemplo 2 (Distribui¢do Normal). Se X ~ N(0,02), é ficil mostrar que
Mx(A) = e"7*/2, logo px(A) = X e

t2
Yx(t) = 55

Logo, por Eq. 2, temos que
P{X >t}) < e /@)

De fato, esse limitante é o melhor possivel a menos de uma constante. TODO:
mostrar isso.

Exemplo 3 (Soma de ii.d.). Sejam {X;}! | va. iid. edefina S, = Y |_; X;.
Entao, E [e*>r] =TT/, E [eMXi] = Mx(A)" e portanto s, (1) = npx(A) e
dessa forma

93, () = sup(At — (1)) = msup(A-- — Px(A)) = ngk(t/n).
A>0 A>0



Por exemplo, se X; ~ N(0,1) entdo 5 = nipx(t/n) = n% e entdo

P{S, > t}) <e /@),

Podemos também considerar a probabilide da soma ser maior que nt e concluir que

P {S” > t}) < e—nt2/2'
n

1.2 Variaveis sub-gaussianas

Dizemos que uma v.a. X com [E [X] = 0 é sub-gaussiana se sua funcio
geradora de momento é limitada pela fungdo geradora de momento de
uma v.a. normal com variancia v2, ou seja,

2.2
¥x(A) < ATU AeR. 3)

TODO: falar que precisa ser centrada
Note que por Chernoff, se X é centrada e subgaussiana, entdo

P{X>t}) <e ¥/

j& que essa se comporta basicamente como uma normal com variancia v?

(Exemplo 1.1). A partir desse fato, conseguimos caracterizar as varidveis
sub-gaussianas de outras formas.

Teorema 2. Seja X uma v.a. com E [X] = 0 e suponha que para algum v?,

max{P {X > t}),P{—X > t})} < e /@),
entdo para qualquer q > 1,
E [X*] < 2g!(20%)7 < g!(40%)7.
Reciprocamente, se existir constante C tal que
E [X*] < q!CY,
entdo X § sub-gaussina com v* = 4C.

Observac¢ao 1 (Momentos de uma Normal e fatorial duplo). Seja X uma
v.a. com distribuicio Normal de média 0 e varidncia 0. Entdo sabemos que

E [X*] = c®(2p — 1)1,

onde n!! é o fatorial duplo, isto é, n!! é o produto de todos os niimeros menores que
n que possuem a mesma paridade.



Note que

(n+1)!
" —
n!! CESIE
e que
g-1 q-1
(29!t =T](2q—2i) =27 (g - i) = 27¢".
i=0 i=0
Portanto, 2) )
2q)! 2q)!
— 1) = -
(2g — 1! (201 ~ 21l

Dessa forma, temos o sequinte
E [X*] = 0™(2q — 1!
— an (2(])'

24g! "

Agora note que,

29! A . .. .
S [T +0) = TT6+0) = 2.
: i=1 i=1

E portanto,
E [X*] = ¢®1(2q — 1)!!
(29)!

_ o2
7 2agl

1
29 ~ nq 41
>0 2q2 q!
= (0?)7q!.

Logo, o Teorema 2 nos diz é que podemos caracterizar uma v.a. sub-gaussiana
comparando o seu limitate do tipo Chernoff com o de uma Normal, ou comparando
0s seus momentos pares com o de uma normal.

Prova do Teorema 2. O argumento que vamos utilizar é bem comum nesse
tipo de prova. Vamos assumir por simplicidade que v = 1. Note que

E [X?q] = Zq/ X211 {|X| > x})dx,
0
fazendo a mudanca de variavel 4?7 = x. Dessa forma
0

onde um fator de 2 aparece pelo union bound de {|X| > t} = {X >
t}U{—=X > t}.



Fazendo a mudanca de variavel 2u = x?, temos que
E [X2‘7] <4q /OOQ x20-1e=%/2
=4q /OOO(Zx)q_le_xdx
= g2171 /Oo X1 te > dx
0

=217 (g —1+1)
= 2q!(20%)1.

Reciprocamente, suponha que E [X?1] < g!C7. Tome X’ uma c6pia
iid. de X. Entéo,

B {e/\X} E [e—)\x} _E {e)\(x-x’)} _ i

ja que se Z = X — X/, note que Z ~ —Z e como x — x217! sdo fungdes
fmpares, temos que E [Z2171] = E [(-Z)*~1] = —E [Z%77!] e portanto
E [2271] = 0.

Como g(x) = x?1 é convexa, temos que g(x/2 —y/2) < g¢(x)/2+

¢(—vy)/2,isto é,
1
i (r—y) <

dessa forma, temos que

(¥ + 1),

N[ =

00 AZq]E [(X _ Xl)Zq]

1-;] (29)!
)3

E [eAX} E {e’)‘x} =
AZI220E [ X2]
= ()

Ou seja,



ja que E[X] = 0 e portanto por Jensen temos que E [e™*X] > ¢—AEX] =
1. O

A hipétese de sub-gaussianidade é interessante para generalizar resul-
tados que em geral valem para v.a. normais. A seguir vamos provar a
desigualdade maximal.

Teorema 3 (Desigualdade Maximal). Sejam {X;}"" | v.a. i.i.d., centradas com
sub-gaussianas com constante v*. Entio

E {max Xi] < y/v*nlog(n)

1,..n

Demonstragio. Por Jensen, e o fato de que x — e'* é crescente para A > 0
temos

MEImaxizy, 0 Xi] < | [e/\ maxi—1,.,n X:}

E | max &M%
i=1,...n

< ZIE {e)‘xl} .

n
=1

Como as v.a. sdo sub-gaussianas, temos

n
eMEMmaxizi,.n Xi] < Y E [eAXI}
i=1

2,2
Sne/\v/z‘

Dessa forma, temos o seguinte

1 A20?
| o< =
E er}??anl] =5 <logn—|— > >,

que é minimizado quando A = /2(logn)/v? o que nos da

< 2 .
E [ln}axn X,} < y/20v%logn

1.3 Desigualdade de Hoeffiding

Na se¢do anterior aprendemos sobre v.a. sub-gaussianas, agora vamos
mostrar que toda v.a. limitada é subgaussiana. Alguns elementos da prova
do teorema serdo tteis no futuro.



Teorema 4 (Lema de Hoeffding). Seja X uma v.a. com E [X] = 0 e tal que
X € |a,b]. Entdo temos que px(A) < M.

Demonstragio. Note que a distancia de X métade do intervalo (a,b) é sem-
pre menor que a metade do intervalo (4, b), isto &,
b _

+a < b a

2 |7 2

-

Dessa forma temos que Var [X] = Var {X - b#} <

Agora, seja dP a distribuigdo de X e consdiere a distribuigdo dP)(x) =
e~ Wx(W)=A)gp(x). Note que

/ dPy (x / A ap(x) = Bp [X] /Ep [X] =1

logo, dP, é de fato uma distribuigdo.
Agora note que

9'(A) = (log(E ”‘}

Xe/\X
e/\X
IE

XZ )\X (IE [Xe/\X} )2

IE [e/\X]

_ E[X%M] E [XeX] ?

T E [eAX] - E [e}X]

=Ep, [Xz] — Ep, [X]Z

= Varp, [X]

< (b= a>2.

- 4

Além disso, ¥(0) = 0 e ¢'(0) = E [X] = 0. Logo

2
PO = 9(0) + ¥ OA+ 5 4"(6) < (b—a)*/4,
onde 6 € [0, A]. O

Na prova acima, perceba que se E [X] = 0 entdo limitar " (A) é sufici-
ente para limitar (A1), isso nos sera til no futuro.



2 Estimando a variancia

2.1 Efron-Stein

Nessa capitulo vamos estudar v.a. da forma Z = f(X;j,...,X,) onde X;
sdo v.a. independentese f : X — R.

Sabemos que no caso de soma de v.a.s independentes, S, = X; + - -+
Xy, temos que

Var [S,,] = i;var [Xi],

isto é, a varidncia da funcdo soma é aditiva. Nessa se¢do 0 nosso objetivo
é encontrar algo parecido para fun¢des quaisquer f.

Antes de continuarmos, vamos introduzir a seguinte notagdo para a
esperanga condicional

lEa:b [Z] =E [Z|Xl/'--/Xaflrberle/Xn]/ (4)

isto é, o operador E,, [-] integra as varidveis entre a e b e o resto é fixo.
Dessa forma temos que

onde A; = E;, 1., [Z] — E;; [Z]. Perceba que A; jé teve todas as variaveis
depois de j integradas e portanto s6 sobrou aleatoriedade antes de j. Por-
tanto,

r 2
Var [Z] = E (Z Ai>
i=1

[ n
=E | ) A
Li,j=1
i n n
=E ) A7 +2) AiA
L i i<j

)iE [AZ7] + Zi]E [AiA]
Y E

(A7) 42 (v [8i]].

i<j

Note que IEi+1:n [AlAJ = AiIEi+1:n [A]] = Ai -0.
Concluimos entdo que

Var [Z] = i]E [AZ]. (5)



Agora note que E; 1., [E;; [Z]] = E;.; [Z] e portanto
A} = (Eip1a [Z — By [Z]))
Por Jensen, temos entdo que
A} = (Eivin [Z — Eii [Z]])? < Bivrn [(Z - Eii [2])7],
concluindo entdo que

E [Af] <E[(Z - Ei[Z))?] = E [Bi; [(Z - Ej; [Z])?]]
= E [Var; [Z]].

Juntando isso com Eq. 5, temos o que é conhecido com desigualdade de
Efron-Stein:

n n
Var [Z] < Y E [(Z — E;; [Z])*] = Y_E[Var; [Z]].
i=1 i=1
Essas identidades nos dizem que para estimar a varidncia de Z, basta
estudarmos como f se comporta elemento a elemento.

Além disso, qualquer propriedade que conseguimos derivar para uma
coordenada de f(Xj, ..., X,), é automaticamente estendida para a varian-
cia de Z. Por exemplo, pela caracterizacdo da esperanga como o minimi-
zador do erro quadrético, também temos que

n . n ~
Var[Z] < Y E []Em (Z- 7] ] =Y E[(z-Z),
i=1 i=1
para qualquer Z; mensuravel no produto ignorando i, sendo uma igual-
dade com a variancia que encontramos anteriormente quando Z; = E;; [Z]
Outro exemplo: sabemos que se X, X’ sdo copias i.i.d., entdo

E[X-X1"=E[X-E[X]— (X' —E[X])]* = 2Var[X].
Logo, temos que

E [Var;; [Z]] = %IE [Eii [2—Z]]’]

onde Z! é uma cépia de Z mas com coordenada X; trocada por uma cépia
iid. X. E portanto, também temos que

Var[7] < ;;m (B [2 - 2]]"]

Il
™

Il
—_

E [IEZ-:Z- (Z - z;m

I
™=

Il
—

E [IEZ-:,- [Z—Z;]Z_},
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onde usamos o fatode que (Z —Z')y ~ (Z' = 2)y = (Z-2Z)_eZ Z_ =
0.

Exemplo 4 (Diferengas limitadas). Vamos estudar o que acontece quando a
fungio f satisfaz uma propriedade muito comum. Dizemos que f : X — R
satisfazer a propriedade das diferengas limitadas se existem c, . .., ¢, positivos tal
que:

sup  |f(x1, ., Xi e, xn) = f(x1,00,x0hx0)] <o,
X1, e X, X0,
isto €, se fixado todas as coordenadas, exceto a i-esima, entdo f ndo muda mais que
C;.

Usando o mesmo argumento que a distdncia de Z até o ponto médio dos extre-
mos do intervalo que estd contigo é no mdximo metade do tamanho do intervalo,
isto é,

|Z—(b+a)/2| < (b—a)/2
onde b = supx;f(Xl,...,xg,...,Xn) ea = infxl/,f(Xl,...,xf,...,Xn), temos
que

(b—a)?/4 < fcz/z;.

i=1

Var [Z] < i]E [Var; [Z]] <

-

Il
—

Exemplo 5 (Maior autovalor de matrizes aleatérias). Seja A uma matriz
simétrica com coordenadas Xijiid. e |Xi,]-\ < 1, estamos interessados em estudar
Z = f(A) = A onde Ay é seu maior autovalor. Sabemos que

A = sup u'Au.
flul=1
Além disso, se v é autovetor correspondente a A1, entio
v Av = Aolo = A4

pela ortonormalidade da decomposicio de matrizes simétricas.

Vamos tentar estudar a varidncia de Z, para isso note que se A;/]. é uma copia
de A com a entrada Xl’] sendo uma copia i.i.d. de X; ;, entdo para um v qualquer,
temos que

f(A) = f(A};) = 0" Av — sup u'Aju

[lull=1
< vt Av — vtAng
ot /
=0 (A—Aj)v

Ut((el'e; + e]ef)(Xl] — X;]))U

= t((eie§ + 6]65))U(X1] — Xz/])



Dessa forma, por Efron-Stein e o fato que ||v| =1,
Var[f(4)] < L |(£(4) — f(A7) ] < Lteofof =16,
i<j i<

TODO: Para tomarmos o quadrado dos dois lados, precisamos garantir que as
coisas sao positivas, por isso é importante truncar positivamente o lado esquerdo
para garantir que é positivo!!! Isso corrige o bound

Exemplo 6 (Desigualdade de Poincaré). Suponha que temos uma fungio con-
tinua f : [0,1]" — R que é convexa coordenada a coordenada e tem derivadas
parciais.

Por convexidade temos f'(x)(x —y) > f(x) — f(y), portanto, contanto que

f(x) = f(y) > 0, teremos que f'(x)*(x —y)* > (f(x) = f(y))*
Considere entio Z; = minx;f(XL oo Xiyo o, Xn) e X o valor que atinge
esse minimo, que existe por compacidade e continuidade. Entdo,

(Z—Z)?=(fF(X1,..., Xi,o o, Xu) — f(X1,..., X}, .0, Xn))?
< 9if(X)*(Xi — X)?
< 9;f(X)>.

Dessa forma
Var[Z] < } B [(Z— 2] < ) aif (X)? = [IVF(X)|.
i=1 i=1
2.2 Cotas exponenciais via Efron-Stein

Vamos apresentar agora um truque para conseguirmos cotas exponenci-
ais utilizando as cotas da varidncia que temos via Efron-Stein. Para isso,
primeiro vamos definir os quantis

Qu=inf{z:P{Z <z}) >a}.

Considere a seguinte func¢ao

b se f(x) >
Sap(X) =1qa se f(x) <

f(x) sea< f(x)<b

12



Note que, se 2 > Mf(X), onde M = Q1 , é a mediana, temos

E [0(X)] = DE [I{f(X) > b}]] +aP {f(X) < a}) + E[f(X)I{a < f(X) < b}]]
< BE[I{f(X) = b}]] +aP {f(X) < a}) + DE [I{a < f(X) < b}]]
=aP {f(X) <a})+0P{a < f(X)})
IalP{f( ) <a}p)+b(1=P{f(X) <a}))
=b+ (b—a)(-P{f(X) <a}))
<b+( a)(—P{f(X) < MZ}))
<b—(b—a)/2
=(b+a)/2,

jaque (b—a)>0eP{f(X)<a})>P{f(X) <MZ})>1/2
Isso nos diz que

8ab(X) —E [ga(X)] > gap(X) — (b +a)/2.

Note condicionado a {g,,(X) = b} o lado direto é positivo para podermos
tomar o quadrado dos dois lados. Logo,

E [(ga0(X) = E [8ab(X)])?] > E [(8a(X) — E [ga (X)])*I {ga(X) = b}]]
= (b~ (a+b)/2)’P {ga(X) = b})
=P{f(X) > b})(b—a)/4

Concluindo entdo que
Var [gap(X)] 2 P{f(X) > b})(b —a)/4.
Agora vamos achar uma cota superior usando Efron-Stein. Para uma cépia

independente X/, note que g,;(X) — gap(X]) € ndo nula apenas
TODO: terminar isso

13



3 Teoria da informagao

Na secdo anterior, falamos sobre a sub-aditividade da varidncia. Nessa
se¢do, vamos tentar estender aquela ideia para outra estatistica diferente
da variancia.

3.1 Entropia de Shannon

Para comecarmos, vamos considerar X uma v.a. com distribui¢do p dis-
creta. Definimos a entropia de Shannon de X, H(X), como

Z:P )log p(x) = Ex [—log p(X)] > 0.

Uma quantidade relacionada com a entropia é a divergéncia de Kullback-
Leibler definida como

D(PIQ) = L p(x)tog (£3)) = = (E» logq(x)] ~ Er log (X))

Intuitivamente, D(P||Q) funciona como uma distancia entre a distribuicdo
Q da P, ou entdo, o quanto a gente perde por usar Q no lugar de P. Note
que, usando o fato de logx < x —1,

D(PIQ) = ~ L p(x)tog (437

g (29
=—).q(x) + ) p(x)

=0.

~—

Logo D(P||Q) > 0 o que nos diz que —Ep [logq(X)] > —Ep [log p(X)], ou
seja, usar Q no lugar de P numa amostra vinda de P tem uma quantiade
tipo entropia sempre maior.

14



A Desigualdades basicas

A.1 Fatorial
TODO: Falar de 2p! e 2p!/p!

B Convexidade

B.1 Jensen

15
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