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Objetivo da aula

@ Vamos introduzir alguns métodos de reamostragem como Bootstrap
e Validacao Cruzada.

@ Vamos aprender que tipo de problema esses métodos tentam resolver
e qual a abordagem utilizada para resolvé-los.

@ Vamos aprender como trabalhar com esses métodos na pratica
utilizando Python.
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Notas de aula e cédigos

@ Os slides e os Notebooks contendo os cédigos que utilizaremos nessa
aula estdo disponiveis em:

Figura: https://shorturl.at/ewBIX
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https://shorturl.at/ewBIX

Bootstrap

Bootstrap
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Bootstrap: motivacao

@ Seja Xi,..., X, ~ P uma amostra i.i.d. e 0 a mediana de P, isto é,
P(X; < 0) = P(X; > 60) =1/2. Considere o estimador 0, da mediana,
dado pela mediana amostral dos dados.

@ Queremos responder as seguintes perguntas:

e Como estimar a variancia de 6,7
o Como construir um intervalo de confianga de nivel (1 — «) para 67?
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Bootstrap: desafios

@ Seja Xi,..., X, ~ P e 6 a mediana de P, isto é,
P(X; < 0) = P(X; > 60) =1/2. Considere o estimador 0, da mediana,
dado pela mediana amostral dos dados.

@ Quais s3o os desafios desse problema?

e A distribuicdo P dos dados pode ndo ter uma forma paramétrica clara.
o Nem todo estimador tem sua distribuicdo amostral facilmente definida,
mesmo quando se conhece a distribuicdo original dos dados.
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Bootstrap: possivel solucao

@ Uma possivel solugcdo seria seguir os seguintes passos:

@ Para be[l,..., B] sorteie uma amostra independente de tamanho n

vinda de P, isto é,
XP XP ... XP~P.

@ Para cada amostra b € [1,. .., B] sorteada no passo anterior, calcule
sua respectiva mediana amostral, isto é,

b b b b
X X, ... Xb 0P

© Se B é suficientemente grande, entdo {#2}2_| deve aproximar a
distribuicdo do estimador 6, e portanto, conseguimos calcular a
variancia do estimador e construir intervalos de confianga para 6.
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rap: possivel solucao

@ A légica da solucdo anterior esta correta, mas na pratica ela nao
funciona.

@ O motivo é que supomos que temos acesso a distribuicdo P. Mas se
isso fosse verdade, o problema j3 estaria resolvido.
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Bootstrap: introducao

@ O método de Bootstrap nos dd uma forma de adaptar a ideia anterior
da prética.

@ Ao invés de utilizamos a distribui¢do P para as b€ [1,..., B]
amostragens, utilizamos a distribuicdo empirica P,, com fungdo de
distribuicdo acumulada:

Fo(t) = ,172 1[X < ¢]
i=1
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@ O método de Bootstrap:

@ Para be[1,..., B] sorteie uma amostra independente de tamanho n
vinda de P,, isto é,

b b b %)
X X ... Xb~ P,

Note que isso é equivalente a sortear pontos da amostra original, com
repeticdo.

@ Para cada amostra b € [1,..., B] sorteada no passo anterior, calcule
sua respectiva mediana amostral, isto é,

b b b b
Xb o XP,... X0 6P

© Utilize a distribuicdo de {#5}B_| para calcular estatisticas de interesse e
construir intervalos de confianga.
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Bootstrap: exemplo pratico

@ Vamos usar o dataset Iris, que é um conjunto de dados multivariados
introduzido pelo estatistico e bidlogo britdnico Ronald Fisher e muito
utilizado como exemplo para problems de aprendizado de maquinas.

@ Este é um conjunto de dados consiste em 3 diferentes tipos de flores
iris (Setosa, Versicolour e Virginica), com comprimentos de pétala e
sépala armazenados em um vetor de 150 x 4.

df.head()

sepal.length sepalwidth petallength petalwidth wvariety

] 5.1 3.5 1.4 0.2 Setosa
1 4.9 3.0 1.4 0.2 Setosa
2 47 3.2 13 0.2 Setosa
3 4.6 24 1.5 0.2 Setosa
4 5.0 3.6 1.4 0.2 Setosa

Thiago Ramos Métodos de Reamostragem 26 de Marco, 2024 11/36



Bootstrap: exemplo pratico

@ Vamos utilizar o método de Bootstrap para calcularmos a variancia
da mediana amostral e construir intervalos de confianca para a
mediana dos valores de comprimento de sépala.

Mediana Amostral: 5.80

Contagem

4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0
Comprimento da sépala em centimetros
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Bootstrap: exemplo pratico

@ O cddigo em Python para a implementacdo do método de Bootstrap
é simples:

def bootstrap median(x, B, seed=123):

rng = np.random.RandomState(seed)
sample_medians = np.zeros(shape=B)

for i in range(B):
boot_sample = rng.choice(x, size=x.shape[0], replace=True)
bootstrap replicate = np.median(boot sample)
sample medians[i] = bootstrap replicate

return sample medians
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Bootstrap: exemplo pratico

@ Dessa forma é facil calcular a varidncia do estimador. Nosso método
nos deu o valor de aproximadamente 0.011.

@ Além disso conseguimos construir o intervalo de confianca para a
mediana. Nosso método nos deu como intervalo de confianca de 95%
o intervalo [5.60, 6.00].

Mediana: 5.80
=== Limite inferior do 95% IC.
800 —-- Limite superior do 95% IC.

o
S
S

Contagem

&

5.5 5.6 57 58 59 6.0 6.1 6.2
Distribuigdo das medianas via bootstrap.

S
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Bootstrap: Por que funciona?

@ Os dados Xi,..., X, sdo uma amostra de uma distribuicio P que n3o
temos acesso.

@ O método de Bootstrap tira conclusdes sobre P através de amostras
de P, e n3o de P.

@ Por que essas conclusGes deveriam ser validas para P?
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Bootstrap: Por que funciona?

@ R. Tibshirani conta a origem do nome do método que seu orientador,
B. Efron, criou.

@ O termo Bootstrap vem do livro “ As Aventuras do Bardo de
Munchausen” de Rudolph Erich Raspe.

Bootstraps
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Bootstrap: Um gostinho de teoria

Teorema (Desigualdade DKW)

Para qualquer distribuicdo P e para qualquer ¢ > 0, temos que

P [sup | F(t) = Fa(t) |> €:| < 2exp (—2ne?) .
teR

Onde F(t) = P(X < t) e Fo(t) = 1 0 1[X; < t],

@ Entdo, a intuicdo de por que o bootstrapping funciona reside nos
seguintes fatos:

e Muitos estimadores podem ser formulados como uma fung¢3o linear da
fung3o de distribui¢do acumulada (CDF).

e A fun¢do de distribuicdo empirica (EDF) é um bom estimador para a
CDF.
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Bootstrap: Um gostinho de teoria
Beta distribution (@ =2, B =3), 50 data points
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Bootstrap: um gostinho da teoria

Teorema (Desigualdade DKW)

Para qualquer distribuicdo P e para qualquer ¢ > 0, temos que

P [sup | F(t) — Fa(t) |> 5] < 2exp (—2ne?) .
teR

Onde F(t) = P(X < t) e Fp(t) = 137 1[X; < t].

n

@ A prova desse teorema usa ferramentas importantissimas na teoria de
aprendizado de maquinas, como, Concentracdo de Medida e
Dimensdo VC.

@ Caso haja interesse da sala, podemos fazer uma aula extra para
discutirmos esses conceitos.
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Validacao Cruzada

Validacao Cruzada
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Validacao Cruzada: motivacdo

e Seja (X1,y1),.-.,(Xn,¥n) ~ P uma amostra i.i.d.. Suponha que
queremos treinar um algoritmo g, para prever y a partir de X.

@ Por exemplo, no dataset Iris que utilizamos anteriormente, podemos
tentar prever a espécie da planta y (Setosa, Versicolour, and
Virginica) utilizando os valores de comprimento e altura das sépalas e
pétalas das plantas X.

df.head()

sepal.length sepalwidth petallength petalwidth wvariety

] 5.1 3.5 1.4 0.2 Setosa
1 4.9 3.0 1.4 0.2 Setosa
2 47 3.2 13 0.2 Setosa
3 4.6 24 1.5 0.2 Setosa
4 5.0 3.6 1.4 0.2 Setosa
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Validacao Cruzada: motivacdo

e Seja (X1,y1),---,(Xn,¥n) ~ P uma amostra i.i.d.. Suponha que
queremos treinar um algoritmo g, para prever y a partir de X.
@ Queremos responder as seguintes perguntas:

o Qual metodologia devemos usar para treinar o modelo.
e Como saber se esse modelo dard bons resultados quando tentarmos
prever a espécie de plantas que n3o estdo no dataset original?
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Validacao Cruzada: possiveis solucoes

@ Duas solucgdes intuitivas s3o:

@ Treinar o algoritmo utilizando os dados originais e depois estimar o
error de predicdo utilizando os mesmos dados.

@ Separar os dados originais em dois conjuntos Treino e Teste. No
conjunto Treino treinamos o modelo e utilizamos o conjunto Teste
para estimar o erro de predicdo (e.g. acuricia).
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Motivacdo: possiveis solucoes

@ Vamos utilizar o conjunto Iris para comparar as duas alternativas
aplicando um modelo de Floresta Aleatéria em Python.

df.head()

sepal.length sepalwidth petallength petalwidth wvariety

] 5.1 3.5 1.4 0.2 Setosa
1 4.9 3.0 1.4 0.2 Setosa
2 47 3.2 13 0.2 Setosa
3 4.6 24 1.5 0.2 Setosa
4 5.0 3.6 1.4 0.2 Setosa

Thiago Ramos Métodos de Reamostragem 26 de Marco, 2024 24 /36



Validacao Cruzada: exemplo pratico

@ Seguindo a primeira abordagem, de treinar e avaliar o modelo no
mesmo conjunto, obtivemos uma acurdcia de 100%, isto é, o modelo
ndo cometeu nenhum erro.

train_accuracy = accuracy_score(y_train,train_pred)
print("Acuracia no conjunto de treino:",train_accuracy)

Acurdcia no conjunto de treino: 1.0

@ Agora quando aplicamos algoritmo treinado num conjunto jamais
visto (segunda abordagem), obtivemos uma acuracia de 95%.
test_accuracy = accuracy_score(y_test,test pred)

print("Acuracia no conjunto de teste:",test accuracy)

Acurdcia no conjunto de teste: 0.9555555555555556
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Validacao Cruzada: exemplo pratico

@ Treinar e avaliar um algoritmo no mesmo conjunto é como aplicar
uma prova onde todos os exercicios ja foram vistos em aula. E
impossivel saber se um aluno foi bem porque aprendeu ou se
simplesmente decorou todos os exercicios.

@ Quando um modelo simplesmente “decora” as possiveis solucdes
dizemos que houve overfitting.
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Validacao Cruzada: k-fold

@ Podemos diminuir a varidncia da nossa estimativa da acurdcia do
modelo aplicando uma técnica chamada de Validagdo Cruzada em
k-folds.

@ A estratégia é a seguinte:

o Divida os dados em k subconjuntos (tipicamente, k = 5 ou 10)
o Paracadaie|l,... k]
@ Treine o modelo em todos os subconjuntos exceto no i-ésimo;
@ Calcule a acurdcia do modelo no i-ésimo subconjunto.

e Tire a média das k acurdcias.

[123 n

11765 47
11765 47
11765 47
11765 47

11765 47
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Validacao Cruzada: k-fold

@ Utilizando essa técnica com 5-folds no problema de previsao de
espécies de flores, temos uma acurdcia média de 93% que é bem
préximo do esperado de 95% no teste.

model = RandomForestClassifier(random state=42)
cv_scores = cross_val_score(model,X_train,y_train,cv=5,scoring="accuracy")

mean_train_cv_accuracy = train_cv_scores.mean()
print("A acuracia média usando 5-fold validagdo cruzada no treino é: ",mean_train_cv_accuracy)

A acurdcia média usando 5-fold validacdo cruzada no treino é: 0.9333333333333333
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Validacdo Cruzada: mais um pouquinho de teoria

Teorema (Desigualdade de Hoeffiding)

Para qualquer distribuicao P, qualquer € > 0 e fixado um estimador
g(X) € {0,1}, temos que

P[| Err(g) — Err(g) |> €] < 2exp (—2k52)

onde Err(g) € a acurdcia na populacio e Erri(g) € a acurdcia no conjunto
de teste, supondo que este tenha k pontos.

v

@ A prova desse teorema usa as mesmas técnicas da desigualdade DKW.

@ Esse tipo de resultado é utilizado para provar a capacidade de
generalizagdo de modelos cldssicos de Aprendizado de Maquina
(SVM, Boosting, etc).
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Comparacdes e extensoes

Comparacoes e extensoes
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Comparacoes: Bootstrap e Validacao Cruzada

@ Seria possivel usar bootstrap para estimar erro de teste?

@ Usariamos cada amostra de bootstrap como amostra de treino, os
dados de treino como a amostra completa.

@ Problema: ha intersecao entre dados de treino e teste! Isso subestima
o erro de teste.

@ Alternativa: usar dados de teste como os pontos n3o sorteados na
amostra de bootstrap; mas comeca a ficar complicado. Melhor usar
k-fold.

Thiago Ramos Métodos de Reamostragem 26 de Marco, 2024 31/36



Comparacgoes: Validacao Cruzada k-fold e Leave-one-Out

@ O que acontece se fizermos validagdo cruzada com k = n? Ou seja,
para cara i € [1,...,n]
@ Treine o modelo em todos os pontos, exceto o i-ésimo.
@ Calcule o erro de teste usando apenas o ponto i.
© Tire a média de todos os erros de teste.

[123 n

!

123 n
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Comparacgoes: Validacao Cruzada k-fold e Leave-one-Out

@ No contexto de Aprendizado de Maquinas, essa ideia é chamada de
Leave-one-Out (LOO)
@ Vantagens de LOO sobre conjunto de validagdo:
e LOOCV n3o é aleatério: sempre retorna o mesmo estimador
o LOOCYV usa quase todos os dados de treino: n3o sobrestima o erro de
teste
@ Desvantagens:
o Modelos treinados em dados correlacionados, aumentando a variancia
da estimativa de teste
e E computacionalmente intensivo.
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Comparacoes: Leave-one-Out e Bootstrap

@ A ideia de apartir de uma amostra de tamanho n, derivar n amostras
de tamanho n — 1, como feito no LOO, é conhecida também como
método de Jackknife.

@ O método de Jackknife, assim como o de Bootstrap, é utilizado para
estimacdo de pardmetros.

@ E bastante utilizado para estimac3o de viés e de variancia de
estimadores.

[123 n

123 n
123 n

123 n
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Conclusao

Conclusao
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Conclusao

@ Se precisamos estimar estatisticas de alguma distribuicdo e n3o temos
hipdteses paramétricas sobre os dados, utilizamos Bootstrap.

@ Se precisamos estimar o erro médio que um modelo de aprendizado
de mdquinas terd na pratica, utilizamos Validacao Cruzada.
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