
Aprendizado Estat́ıstico

Semana 2 - Concentração de medida
Bruno Marcondes e Resende e Felipe Luis Giacomini

Na aula anterior, estudamos as desigualdades de Markov, Chebyshev e Chernoff. Nesta aula, nosso
objetivo é demonstrar o lema de Hoeffding, enunciado a seguir.

Lema 1.1. (Lema de Hoeffding) Seja X uma variável aleatória tal que X ∈ [a, b]. Então, para todo t ∈ R,
temos que

E
[
et(X−E[X])

]
≤ exp

(
t2(b− a)2

8

)
.

Demonstração. O método que usaremos para provar o lema irá resultar em um limitante superior com uma
constante um pouco pior no expoente, porém, ele tem a vantagem de ser mais legal. Para isso, considere
σ uma variável aleatória tal que P(σ = 1) = P(σ = −1) = 1/2, chamada de variável de Rademacher.
Usando a série de Taylor da função exponencial, temos que

E
[
etσ
]
= E

[ ∞∑
n=0

(tσ)n

n!

]

=

∞∑
n=0

1

n!
tnE [σn]

=

∞∑
n=0

t2n

(2n)!

≤
∞∑

n=0

t2n

n! 2n

=

∞∑
n=0

1

n!

(
t2

2

)n

= et
2/2.

No desenvolvimento acima usamos que, para todo n natural, temos

E [σn] =

{
0, se n é ı́mpar

1, se n é par.

Além disso,

(2n)! = (2n)(2n− 1) . . . (n+ 1)︸ ︷︷ ︸
≥2n

n . . . 2 · 1 ≥ 2nn! .

Assim, conclúımos que o lema é válido para a variável σ. Para estender o resultado para variáveis limitadas
em geral, aplicaremos um método bastante conhecido em probabilidade, chamado de simetrização. Para
isso, usaremos sem provar a desigualdade de Jensen, segundo a qual para f : R → R uma função convexa e
X uma variável aleatória, temos

E [f(X)] ≥ f(E [X]).
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Com isso, seja X ∈ [a, b] uma variável aleatória e X ′ independente de X e com a mesma distribuição. Então

EX [exp(t(X − EX [X]))] = EX [exp(t(X − EX′ [X ′]))]

= E [exp(EX′ [t(X −X ′)])]

≤ EX [EX′ [exp(t(X −X ′))]]

= EX,X′ [exp(t(X −X ′))] .

Note que X −X ′ tem a mesma distribuição de X ′ −X e, portanto, σ(X −X ′) tem a mesma distribuição de
X −X ′. Assim, usando as propriedades de esperança condicional, obtemos

EXX′ [exp(t(X −X ′))] = EXX′,σ [exp(tσ(X −X ′))]

= EXX′ [Eσ [exp(tσ(X −X ′))|X,X ′]]

≤ EXX′

[
exp

(
t2(X −X ′)2

2

)]
≤ et

2(b−a)2/2,

em que na primeira desigualdade aplicamos o resultado já demonstrado para σ e na segunda o fato de X−X ′

ser no máximo b− a. Este é o resultado com um fator de 2 em vez de 8 no expoente, a demonstração está
completa.

Teorema 1.1. (Desigualdade de Hoeffding) Se X ∈ [a, b], então:

P

(
1

m

m∑
i=1

(Xi − E[X]) ≥ ε

)
≤ exp

(
− 2mε2

(b− a)2

)

Demonstração. Usaremos o limitante de Chernoff para obter o resultado apresentado.

P

(
1

m

m∑
i=1

(Xi − E[X]) ≥ ε

)
= P

(
m∑
i=1

(Xi − E[X]) ≥ mε

)
≤

E
(
et

∑m
i=1(Xi−E[X])

)
etεm

=
1

etεm

m∏
i=1

E
(
et(Xi−E[X])

)
≤ 1

etεm

m∏
i=1

(
e

t2(b−a)2

2

)
= e

mt2(b−a)2

2 −tεm, ∀ t > 0.

Agora precismos minimizar em t. Isto equivale a minimizar a seguinte função:

f(t) =
mt2(b− a)2

2
− t εm.

Derivando e igualando a 0, obtemos

f ′(t) = m(b− a)2t− εm = 0

⇒ t =
ε

m(b− a)2
.

Vamos substituir de volta na última desigualdade.

≤ exp

(
mε2 (b− a)2

2(b− a)4
− ε

(b− a)2
εm

)
= exp

(
mε2

2 (b− a)2
− mε2

(b− a)2

)
= exp

(
− ε2 m

2(b− a)2

)
.
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Portanto, mostramos que

P
(

1

m

∑
Xi − E[Xi] ≥ ε

)
≤ e

−ε2m

2(b−a)2 .

No entanto, o resultado que obtivemos não é ótimo. O resultado ótimo seria: e
− 2ε2 m

(b−a)2 . No que segue,
iremos usar o resultado ótimo.

Note que, tomando Zi = −Xi, temos Zi ∈ [−b,−a]. Então, podemos usar o resultado acima para essa
variável aleatória.

P
(

1

m

∑
Zi − E[Zi] ≥ ε

)
≤ e

−2ε2m

(b−a)2 .

Note que

P
(

1

m

∑
Zi − E[Zi] ≥ ε

)
= P

(
− 1

m

∑
Xi + E[Xi] ≥ ε

)
= P

(
1

m

∑
Xi − E[Xi] ≤ −ε

)
.

Logo,

P
(

1

m

∑
Xi − E[Xi] ≤ −ε

)
≤ e

−2ε2m

(b−a)2 .

Então, isso implica que

P
(∣∣∣∣ 1m∑

Xi − E[Xi]

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ 2e

−2ε2m

(b−a)2 .

Em particular, a v.a. no nosso caso é Xi = I(h(xi) ̸= yi) ∈ [0, 1].

Com esse resultado consguimos provar só para um h ∈ H. Para provar para todos, usaremos o Union
Bound.

P (∃h, |LS(h)− LD(h)| ≥ ε)

= P
(
|Ls(h1)− LD(h1)|≥ ε ∪ |Ls(h2)− LD(h2)|≥ ε ∪ . . . ∪ |Ls(h|H|)− LD(h|H|)|≥ ε

)
≤
∑
h∈H

P(|Ls(h)− LD(h)|≥ ϵ) ≤ |H|2e
−2ε2m

(b−a)2 .

Para achar o tamanho amostral, basta isolar o m em função dos demais valores.

δ ∼ |H|2e−2ε2m

δ

2
∼ |H|e−2ε2m

log

(
δ

2

)
∼ log(|H|)− 2ε2m

⇒ m ∼ 1

2ε2

(
log(|H|) + log

(
2

δ

))
.
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Então, com probabilidade 1 − δ, seu modelo não sofre de overfitting (a menos de ε) se o seu tamanho
amostral for maior ou igual a 1

2ε2

(
log(|H|) + log

(
2
δ

))
,∀ ε, δ > 0

Definição 1.1. (Growth Function): A função de crescimento ΠH : N → N é dada por

ΠH(m) = max
x1,...,xm∈X

|{(h(x1), . . . , h(xm)) : h ∈ H}| .

ΠH é o máximo número de formas distintas que m pontos podem ser classificados por H.


