Aprendizado Estatistico

Semana 2 - Concentracao de medida

Bruno Marcondes e Resende e Felipe Luis Giacomini

Na aula anterior, estudamos as desigualdades de Markov, Chebyshev e Chernoff. Nesta aula, nosso
objetivo é demonstrar o lema de Hoeffding, enunciado a seguir.

Lema 1.1. (Lema de Hoeffding) Seja X uma varidvel aleatdria tal que X € [a,b]. Entdo, para todo t € R,

temos que
2 2
E [et(X—]E[X])} < exp (t (b—a) ) _
- 8

Demonstracao. O método que usaremos para provar o lema ird resultar em um limitante superior com uma
constante um pouco pior no expoente, porém, ele tem a vantagem de ser mais legal. Para isso, considere
o uma varidvel aleatéria tal que P(c = 1) = P(c = —1) = 1/2, chamada de varidvel de Rademacher.
Usando a série de Taylor da funcao exponencial, temos que

No desenvolvimento acima usamos que, para todo n natural, temos

0, sen éimpar
Elo"] = .
1, sen é par.

Além disso,

Cn)!=02n)2n—-1)...(n+1)n...2-1>2"n!l.

>on

Assim, concluimos que o lema é valido para a varidvel o. Para estender o resultado para varidveis limitadas
em geral, aplicaremos um método bastante conhecido em probabilidade, chamado de simetrizacao. Para
isso, usaremos sem provar a desigualdade de Jensen, segundo a qual para f : R — R uma fungao convexa e
X uma variavel aleatéria, temos

E[f(X)] = fE[X]).
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Com isso, seja X € [a, b] uma varidvel aleatéria e X’ independente de X e com a mesma distribui¢ao. Entao

Ex [exp(t(X — Ex [X]))] = Ex [exp(t(X — Ex/ [X]))]
= E [exp(Ex- [t(X — X")])]
<Ex [Ex [exp(t(X — X'))]]
=Ex x [exp(t(X — X'))].

Note que X — X’ tem a mesma distribuicao de X’ — X e, portanto, (X — X’) tem a mesma distribuicao de
X — X’. Assim, usando as propriedades de esperanca condicional, obtemos

]EXX’ [exp(t(X — XI))] = ]EXX’,U [exp(tJ(X — X/ )
=Exx' [E, [exp(to(X — X)X, X']]

)

< etz(b—a)2/2,

em que na primeira desigualdade aplicamos o resultado j4 demonstrado para o e na segunda o fato de X — X’
ser no maximo b — a. Este é o resultado com um fator de 2 em vez de 8 no expoente, a demonstracao esta
completa. O

Teorema 1.1. (Desigualdade de Hoeffding) Se X € [a,b], entdo:

(rEenom o) s (-25)

i=1

Demonstra¢ao. Usaremos o limitante de Chernoff para obter o resultado apresentado.

P (; ijo@ —E[X]) > e) =P (i(Xi _E[X]) > ma) . E (etz;'i;(:—m]))

I 1 t(X; —E[X]) 1 1 [ 2e-w? miZ(o-a)? _,
- i— 2—a)® \  mtThoa)T o,
T etem HE (6 ) S etem H <e ? ) =e€ 2 , Vt>0.
i=1 i=1

Agora precismos minimizar em ¢. Isto equivale a minimizar a seguinte fungao:

mt2(b — a)?
2

—tem.

ft) =

Derivando e igualando a 0, obtemos

Vamos substituir de volta na ultima desigualdade.

=P (ngfb(b;)j)Q P “") - <2 (Z?i)? - (bm52)2> - <‘2<bm>) '
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Portanto, mostramos que

—e2m

1
P> X —E[Xi]>¢e) <ex 7.

O

2¢2m

No entanto, o resultado que obtivemos nio é 6timo. O resultado 6timo seria: e -2, No que segue,

iremos usar o resultado étimo.
Note que, tomando Z; = —X;, temos Z; € [—b, —a]. Entao, podemos usar o resultado acima para essa

variavel aleatéria.

—2e2m

1
P (m Z Z; —E[Z;] > s> <el-a?

—2e2m

1
P —E X; —ElX;| < - < e®-a)? |
(m [ ]_ E>_e

Logo,

Entao, isso implica que
72527n
> 5) < 2e-a)®

P (‘;ZX — E[X;]

Em particular, a v.a. no nosso caso é X; = I(h(z;) # y;) € [0,1].

Com esse resultado consguimos provar sé para um h € H. Para provar para todos, usaremos o Union

Bound.

P (3h,|Ls(h) = Lp(h)| = ¢)
=P (|Ls(h1) — Lp(h1)|> ¢ U |Ly(ha) — Lp(h2)|> € U ... U |Ly(lyzy) — Lp(hys))|> €)

—2:2m

< Y P(Ls(h) = Lp(h)[> €) < [H[2eT-7 .
heH

Para achar o tamanho amostral, basta isolar o m em funcao dos demais valores.

§ ~ [H|2e 2™
5 —2e2m
5~ [Hle

log (g) ~ log(|H]) — 2&*m

S me~ % <log(|’H|) +log (?)) .
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Entao, com probabilidade 1 — ¢, seu modelo néo sofre de overfitting (a menos de €) se o seu tamanho
amostral for maior ou igual a 55 (log(|H|) +log (2)),Ve,6 > 0

Defini¢ao 1.1. (Growth Function): A fun¢do de crescimento Il : N — N € dada por

My (m) = max |[{(h(x1),...,h(zy)): h e H} .

L1, Tm €

Iy € o mdzimo numero de formas distintas que m pontos podem ser classificados por H.



